Listy Biometryczne
Vol. XXIV (1987) No.1
Biometrical Letters

ZASTOSOWANIE TEORII SPREZYNOWYCH UKLADOW WAGOWYCH
DO ANALIZY DOSWIADCZEN Z MIESZANKAMI

Bronistaw CERANKA, Krystyna KATULSKA

Zakiad Metod Matemaiycznych i Statystycznych, Akademia Rolnicza,
Wojska Polskiego 28, 60-637 Poznah,

Instytut Matematyki, Uniwersytet im. A.Mickiewicza,
Matejki 48/49, 60-769 Poznan

Ceranka B., Katulska K., 1987. Application of spring balance veighing
designs theory to the analysis of experiments vith mixtures of cultivars.
Listy Biometryczne XXIV, =z.1, ¥Wydavnictvo Naukove Universytetu im. Adama
Mickievicza, Poznah (Adam Mickievicz University Press), PP 17-26.,
PL ISSN 0458-0036.

The incidence matrices of BIB designs for v treatments have been used
to copstruct spring balance veighing designs for v+1i objects. Conditions
under which o spring balance veighing design for v+1 objects is optimal
for the estimation of veights of v objects are given. Application of this
theory to the analysis of experiments with mixtures of cultivars is
considered.

1. WSTEP
Yates (1933) rozwazajgc doswiadczenia czynnikowe bez interakcji
sformu!owal nastepujace pytanie: Jak przeprowadzid doswiadczenie

pozuglajace na najlepsze oszacowanie ciezaréw siedmiu obiektéw przy
zastosowaniu wagi, ktora wvmaga tarowania?

Intuicyjnie wydawalo sie, Ze najlepsze oszacowanie otrzyma sie wtedy,
gdy dokona sie najpierw pomiaru polegajacego na odczytaniu odchylenia
wskazowki wagli od wlasciwego zera, a nastepnie wykona wazZenie kazdego 2z
siedmiu obiektéw oddzielnie i jako estymator ciezaru kazdego z obiektéw
przyjmie sie réznice odczytdéw na skali wagi, gdy obiekt byl umieszczony na
szalce 1 gdy szalka byla pusta. Pray zalozeniu, 2Ze nie ma biedow
svstematycznych, a btedy zwijzane z odczytami sj niezaleZnymi zmiennymi

losowymi o wariancjil 02, wariancja kazdego z estymatoréw ciezaroéw

Stowa kluczowe: optymalny sprezynowy uklad wagowy, uk!ad obiektéw. uktad
zréwnowazony o blokach niekompletnych
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obiektow uzyskanych metod3 opisang powyZej wynosi 202.

W doswiadczeniach 2z mieszankami, ktérych celem jest okreslenie
zawartosci (udziatu) rdéznych odmian (gatunkéw) pewnej ros$liny (np. rosliny
motylkowej) w plonie siana, pordwnuje sie czesto v odmian tej ros$liny,
wysiewajgc nasiona na poletkach dos$wiadczalnych razem 2z pewnym gatunkien
trawy, przy czym na jednym poletku wysiewa sie samg trawe. Jezeli
okreslona objeto$¢ nasion trawy daje po zakoliczeniu okresu wegetacji taka
sam3 wielkos¢ plonu niezaleznie od odmiany, 2z ktéra byta wysiana to
moéwimy, Ze miedzy trawa a poszczegdélnymi odmianami nie wystepuje efekt
konkurencji. W tym przypadku plon siana 2z poletka doswiadczainego, na
ktérym wysiano nasiona trawy oraz nasiona i-tej odmiany sklada sie z masy
trawy, masy tej odmiany i masy chwastdw. Jest to przyktad doswiadczenia
wagowego zaproponowanego przez Yates'a (1933), w ktérym odmiany stanowia
obiekty a wystepowanie trawy i chwastéw jest interpretowane jako
odchylenie wskazéwki wagi od wlasciwego zera. W celu okreslenia plonu
odmiany !3cznie z trawg i chwastami stosuje sie nastepujace postepowanie.
Z kazdego poletka pobiera sie prébe (najczesciej o masie 1 kg) i recznie
rozdziela na trawe, odmiane i chwasty. Na podstawie tego rozdzialu ustala
sie mas¢ rosliny odmiany na danym poletku doswiadczalnym przyjmujac, 2Ze
Jest ona proporcjonalna do masy ro$liny tej odmiany uzyskanej w prébie.
Metoda ta jest czasoch!onna, obarczona bledami recznego rozdzielania i
zalezna od mozliwosci percepcyjnych badacza.

Powstaje zatem potrzeba opracowania metody mniej pracochionnej i
elilinujacej btedy subiektywne. Proponowana w tej pracy alternatywna
metoda estymacji zawartosci badanych odmian w plonie siana wykorzystuje
teorie sprezynowych uktadow wagowych i uktadéw zréwnowazZonych o blokach
niekompletnych.

2. PROPONOWANE POSTEPOWANIE

Proponowang metode estymacji zawartosci badanych odmian (efektéw tych
odmian) w plonie siana moZna stosowaé¢, gdy miedzy odmianami nie wystepuje
efekt konkurencji, to znaczy, 2ze okreslona objeto$é nasion ustalonej
odmiany daje po zakoficzeniu okresu wegetacji te samg wielko$é plonu
niezaleznie od odmian ros$lin rosnacych w bezposrednim s3gsiedztwie.
RozwaZzana metoda estymacji opiera sie réwniez na zalozeniu, ze miedzy
trawag a kazda odmian3a nie wystepuje efekt konkurencji.

RozwazZmy na przyktadzie procedure estymacji efektow odmian
wykorzystujaca teorie uktadéw wagowych i ukladow blokowych. Przypudémy, ze
badacz zainteresowany jest w okresleniu efektéw dla v=T odmian, ktore
umownie oznaczymy przez A,B,C,D,E,F i G. Obiektami w doswiadczeniu polowym
s3 mieszanki sktadajgce sie z k (¢ v) odmian i trawy. Mieszanki te

powstaja w oparciu o tak zwany uktad obiektdéw zdefiniowany przez Federera
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(1959) . Proponuje on do okreglenia ukiadu obiektéw wykorzystac macierze
incydencji ukiadow zréwnowazonych o blokach niekompletnych. W przypadku

naszego doswiadczenia taka macierz3 mozZe byé macierz postaci

. (2.1)
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Wiersze tej macierzy identyfikuje sie 2z mieszankami; przy czym pierwsza
kolumna odpowiada trawie (z chwastami) a pozostale kolumny odpowiadaja
odmianom A,B,C,D,E,F i G. Macierz (2.1) daje zatem nastepujjce mieszanki
(ukiad obiektéw):

obiekt 1 = trawa i odmiany A,B,C,D,E,F,G,
obiekt 2 = trawa i odmiany A,B,D,

obiekt 3 = trawa i odmiany B,C,E,

obiekt 4 = trawa i odmiany C,D,F,

obiekt 5 = trawa i odmiany D,E.d,

obiekt 6 = trawa i odmiany A,E,F,

obiekt 7 = trawa i odmiany B,F,G, '
obiekt 8 = trawa i odmiany A,C,G.

Powyzsze mieszanki traktujemy Jjako obiekty w ukladzie blokowym i
rozmieszczamy losowo w ukladzie blokow kompletnych. Przypuscmy, zZe W
wyniku przeprowadzenia takiégo do<wiadczenia 2z r*= 3 blokami, otrzymano
nastepujace $rednie masy siana dla kolejnych obiektow (mieszanek) ; = 30,

1

¥, 22, ¥a= 27, ¥4 32, ¥g= 36, ¥g= 29, ¥o= 35, vg= 29, a srednia ogolna

y = 30, (Federer, Hedayat, Love, Raghavarao, 1976) .

Na g$rednig siana kazdej z mieszanek sklada sie sfrednia masa trawy (2
chwastami), <$rednia masa wszystkich odmian, efekty odmian wchodzacych w

skiad danego obiektu (mieszanki) oraz blad doswiadczalny . Oznaczamy Pprzez

LA' LB' LC' LD, LE’ LF' i LG efekty odmian A,B,U,D,E,F,G zwiazane 2
zawartoscia tych roslin w sianie. Jako oceny tych efektow uzyskujemy

%A = (30+22-27-32-36+29-35+29)/4 = =5,

Ly = (30422+27-32-36-29+435-29)/4 = -3,

EC = (30-22427+32-36-29-35+29)/14 = -1,

Ly = (30+22-27+32+36-29-35-291/1 = U,

EE = (30-22427-32+36+429-35-29)/1 = Ly

EF = (30-22-27+32-36+429+35-29)/1 = 3,

LG = (30-22-27-32+36-29+35+29)/4 = 5.

Mozna pokazaé, ze wariancja Li jest rowna 02/6. Wariancja ta zalezy od
s * ¥ 3
liczby blokéw T = 3 oraz od uktadu obiektéow to znaczy od wyboru macierzy

(2.1). Powstaje zatem pytanie, czy inny dobér macierzy (2.1) pozwoli na
\
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estymacje L.1 z mniejsza wariancjg. Zagadnienie wyboru uktadu obiektéw

zostanie oméwione w dalszej czes$ci tej pracy.

3. MODEL STATYSTYCZNY DOSWIADCZENIA WAGOWEGO

Wyniki n pomiaréw P obiekt6w mozna opisa¢ modelem liniowym
postaci

Yy = Xw + e ’

gdzie ¥y jest n-wymiarowym wektorem obserwacji, w = (wl....,wp)' Jjest
p-wymiarowym wektorem nieznanych miar obiektéw, a e ,jest n-wymiarowym
wektorem btedéw losowych, o ktérym zaktadamy, 2o Fle) = 0“ i
E(ee’) = uzG. 0n oznacza n-wymiarowy wektor zloZony =z samych zer, a G
jest znana, symetryczna macierza dodatnio okres$lon3. Macierz X nxp

wymiarowa o znanych elementach nazywa sie macierz3 ukladu wagowego. Jezeli
elementami tej macierzy s3 -1, 0, 1, to taki uklad wagowy nazywamy
chemicznym uk!adem wagowym, natomiast gdy elementy macierzy X s3 réwne 0
1 | to uktad nazywamy spreZynowym ukiadem wagowym.

Uktad rownan normalnych dla estymacji miar obiektéw mozna zapisa¢ w

[0S aci

1 1

X'G Xw = X’G 'y . (351

n

Pefinicga 3.1, Uktad wagowy nazywamy uktadem osobliwym, gdy x'c'lx Jjest

1

ma 10174 osobliwa lub nieosobliwym, gdy X'G "X Jjest macierza nieosobliwa.

Ponicwa? macierz G Jjest macierza dodatnio okreslona, to macierz
{ G_EX jest macierza nieosobliwa wtedy i tylko wtedy, gdy X Jjest
ma: i-rz; peinego rzedu kolumnowego. W tym przypadku miara kazdego z P
obiektow jest estymowalna indywidualnie, a najlepszy liniowy nieobcijzZony
estymator ma postad

w = (x¢ ') xvely . (3.2)

Macierz kowariancji estymatora w wynosi wéwczas

Var(w) = KJZ(X’G—IX)—l .
W szczegdlnosci, gdy G Jjest macierzg postaci aIn, gdzie In oznacza
n-wymiarowa macierz jednostkowa, a>0, to

var(w) = ao”(x'x)} .
w dalszej cze$ci tej pracy rozwazaé bedziemy przypadek, gdy G = aIn, a>0.
Gdy X Jjest macierz3 nieosobliwego chemicznego ukiadu wagowego, to
wariancja estymatora miary kazdego obiektu jest nie mniejsza niz aoz/n
tzn. Var(;.) > aoz/n, i=l,ciasPs Gdy dla kazdego As15 carsiyP.
Var(;i) = aoc“/n, to chemiczny uktad wagowy nazywamy ukladem optymalnym.

Zauwazmy, 2Ze warunek optymalnosci jest réwnowazny warunkowi X'X = nIp.
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Mozna pokazaé, Ze dla nieosobliwego sprezynowego ukladu wagowego réwnosé
X'X = nIp nigdy nie jest spelniona.

W szczegbélnodci, gdy w macierzy X nieosobliwego sprezynowego ukiadu
wagowego pierwsza kolumna zloZona Jjest z samych Jjedynek to
Var(;i) > 4aoz/n, 122,500 509D

Definicja 3.2. Sprezynowy uklad wagowy o macierzy X, w ktoérej pierwsza
kolunna_ zlozona jest = sanygp jedynek nazywamy optymalnym, gdy
Cov(;i,wj) =0 dla isj 1 Var(wi) = 4aoz/n. 153 @ By oaaeDsy (Morigutis,
1954).

Poniewaz w do$wiadczeniach z mieszankami najczesciej wykorzystuje sie
macierze sprezynowych ukiadéw wagowych, w ktérych pierwsza kolumna zloZona
jest z samych jedynek, dlatego w pracy tej zajmiemy sie poszukiwaniem

takich macierzy X, ktére okreslaj3a optymalne spre”ynowe uk!lady wagowe.

4. OPTYMALNE SPREZYNOWE UKLADY WAGOWE

Rozwazmy ukiad zréwnowazZony o bleockach niekompletnych z parametrami
v,b,r,k,A i macierzy incydencji N.

Niech X bedzie macierza sprezynowego uktadu wagowego postaci

1 ) I
X = [ v] ' (4.1)
’ -
1, N

gdzie 1c oznacza c-wymiarowy wektor, ktdérego wsgystkie :kladowe s3 rowne
jednos$ci. W ukladzie tym liczba pomiaréw n = b#l, a liczba obiektow
P = v+l.

Lemat 4.1. Sprezynowy ukiad wagowy opisany macierz; X okresiong w (4.1)
jest ukladem nieosobliwym.
Dowod. Z (4.1) i definicji macierzy N wynika, zZe

b+l (r+1)1",
X'X =

(r#l)lv (r-l)lv# (l+l)l‘l§
Poniewaz b+1>0 zatem

> & i o e ’
det(X’X) = (b+l) det((r A)Iv+ (A+l bl ll\lv)

(r-0) " () (vak)>0
co kolhczy dowdd.

Wykorzystujgc relacje vr = bk i A(v-1) = r(k-1), ktore =zachodz3

dla uk!adu zréwnowazonego o blokach niekompletnych, otrzymu)cmy
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v+rk r . r+l 1’
{v-k)(b-r) (v-k)(b-r) v
x'x) 1= (4.2)
§ rel L, een?o (et (ben),
(v-k)(b-r) v r-1"v r-1)(v-k)(b-r) v'v
Z wzoru (4.2) wynika, Ze
_ac®(virk) ey
(v-k)(b-r) =
Var(w,) = 9 (4.3)
2 2
ag (r+1)°- (A+1)(b+1) L
| (1 + 5 (b-r) et SR
a
[ 2
-ag (r+l) e £
e T i=l, j=2,...,P
Pov(hi.w‘) = - (4.4)
y ac’((r+1)%- (A+1)(b41) #kde oy
L (r-1) (v-k) (b-r) il caia By et

W sSwietle (4.4) i definicji 3.2 tatwo udowodnié¢ nastepujjce
twierdzenie:

Twierdzenie 4.1. W sprezynowym ukladzie wagowym 2z macierz3 uktadu X,
postaci (4.1) estymatory miar dowolnej pary (i,j) obiektéw (31,3225 «s 9Py
1#j) sa nieskorelowane wtedy i tylko wtedy, gdy

(r+1)2 = (A+1)(b+l) . (4.5)

Z definicji B2 optymalnos$ci sprezynowego uktadu wagowego i
twierdzenia 4.1 wynika nastepujacy wniosek:
Wniosek 1.1. Sprezynowy ukiad wagowy z macierzg uktadu X okreslong w

{4.1) jest uktadem optymalnym, gdy speiniony jest warunek (4.5) i

b+l = 4(r-A) . (4.6)

Powstaje teraz pytanie, czy istnieje macierz X postaci (4.1),
bedqaca macierza optymalnego sprezynowego uktadu wagowego. Z wniosku 4.1
wynika, 7e Jjest to uzaleZnione od istnienia ukladu zrownowazonego o
blokach nickompletnych, ktorego parametry spelniaja warunki (4.5) i (4.6).
Korzysta qe =z zaleznosci jakie zachodzja miedzy parametrami uktadu
z1h.c ~wazonego o blokach niekompletnych mozZna udowodnic nastepujjace

twicrdzonie:

Twierdacn:r 12 Jezeli istnieje uk!ad zZrownowazony o blokach
nickompletnveh z paramotrami vyb,r,k,*, taki, Ze macierz X okreslona w
(1.1) jest macierzq4 optymalnego sprezynowego ukladu wagowego, to parametry

ukladu zZroanowazonego o hlokach nickompletnych spelniaja zaleznosci



23

v=>b
r =k

41 + 3,

2n + 1 . (4.7)

Dowod: Z warunkéw (4.5) i (4.6) wynika, ze r = 22+1 i b = 41+3.
Korzystajac z réwnosci vr = bk i A(v-1) = r(k-1) uzyskujemy v=b i
k=r.

Raghavarao (1971) udowodnil! dwa nastepuj3ace twierdzenia:
Twierdzenie 4.3. (Raghavarao, 1971, twierdzenia 5.7.4). Jezeli 4t+J Jest
liczba pierwsza lub potega liczby pierwszej, to istnieje symetryczny uklad

zréwnowazony o blokach niekompletnych 2z parametrami v.5 b = 4543,
r=5k = 2t+#1, A = t.
Twierdzenie 4.4. (Raghavarao, 1971, twierdzenie 5.9.2). Jezeli istnieje

ukiad zréwnowazony o blokach niekompletnych z parametrami v,b, r = 2k+1,
k, A =1, to istnieje symetryczny uktad zréwnowazony O blokach

* * 2
niekompletnych z parametrami v = b = 4k2—1, r*= k*= 2k2-1, \*= kT-1.

Parametry symetrycznych ukiadéw zréwnowazonych o biokach
niekompletnych opisane w twierdzeniach 4.3 i 4.4 spelniaja warunki (4.7),
a zatem uklady te moga stanowi¢ podstawe konstrukcji optymalnego
sprezynowego ukladu wagowego z macierza X postaci (4.1).

Rozwazmy ponownie uklad zréwnowazony o blokach niekompletnych 2z
parametrami v,b,r,k,A i macierzy incydencji X.

Niech X bedzie teraz macierza postaci

’
X = [ L nO% ] ] (4.8)
’
lb N
W ukladzie tym, podobnie jak poprzednio liczba pomiarow n = b+l, a liczba
obiektéw p = v+1.

Lemat 4.2. Sprezynowy uklad wagowy opisany macierzg X okreslonj w (4.8)

Jjest ukiadem nieosobfiwyn.

Dowod. Z (4.8) i definicji macierzy N wynika, 2e

b+1 rl;
X'X = .
= '
rlv (r l)Iv# Alvlv

Poniewaz b+1>0 =zatem

2
’ - o __._.r ’
det(X’X) = (b+l)det((r \)Iv+ (\ h+l)1v1v
= (r-1)" rk0,
co konczy dowéd lematu.
Z pokazanego lematu wynika, 2Ze macierz X jest macierza

nieosobliwa, zatem
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1
x'x)7! = ik

A (4.9)
e 1 r -A(b+1) )
klv r-lIv 3 rk(r-a lvlv

- aoz i=1 ,
Var(ui) = a(,,2 ! x.2_”!”“ vl (4.10)
;‘Tl( 18 Tk ) TlyeseyP
a
2
A = % i=1l, J=2,...,P ,
Cov(wi,wj) = 2 2 (4.11)
e i : :
——(A—Mrkfr_:)bﬂ i,j=2,...,p , inj.
Na podstawie (4.11) i definicji 3.2 tlatwo udowodni¢ twierdzenie:
Twierdzenie 4.5. W sprezynowym ukiadzie wagowym 2z macierza uktadu X

postaci (4.8) estymatory miar dowolnej pary (i,j) obiektéw (i,j=2,...,p,
i®*j) s3 nieskorelowane wtedy i tylko wtedy; gdy

r2 = A(bs1) . (4.12)

Z definicji 3.2 optymalno$ci sprezynowego uktadu wagowego i
twierdzenia 4.5 wynika nastepujacy wniosek:

Wniosek 4.2. Spre2ynowy uklad wagowy 2z macierz3 ukiadu X okreslong w
(4.8) jest ukladem optymalnym, gdy speinione s3 warunki (4.12) i (4.6).

Twierdzenie 4.6. Jezeli istnieje ukiad zréwnowazony o blokach
niekompletnych z parametrami v,b,r,k,A, taki, Ze macierz X okreslona w
(4.8) jest macierz3 optymalnego sprezynowego uktadu wagowego, to parametry
ukt adu zréwnowazZonego o blokach niekompletnych spetniaja zaleznosci
v=b=4\1L-1
Fl= ¥ iy (4.13)

Dowod. Z warunkow (4.12) i (4.6) wynika, 2e r = 22 i b = 4x-1.
Korzystajac z réwnosci ver = bk i A{v-1) = r(k-1) uzyskujemy v=b i
k=r.

Parametry komplementarnych uktadow do symetrycznych uktadéw
zréwnowazonych o blokach niekompletnych opisanych w twierdzeniu 4.3 sa
postaci Vs bl= 4t+3, r= k1= 2(:01),*11= t2+1, a o‘pisan‘ych wztwie:dzenéu
4.4 wyrazaja sie nastepujaco v b1 = 4k"-1, ry = kl = 2k°, ll = k",
Parametry te spelniajg warunki (4.13), a wiec macierze incydencji tych
uktadéw moga stanowi¢ podstawe konstrukcji optymalnego sprezynowego uktadu

wagowego z macierza X | postaci (4.8).
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/ 5. UKLAD OBIEKTOW

W celu pordéwnania v odmian pewnej rosliny na tle trawy, gdy nie
wystepujg efekty konk*rencji przeprowadza sie doswiadczenie z mieszankami,
ktére s3 obiektami w ukiadzie blokéw kompletnych. Powstaje pytanie jak
okreslié¢ sktad mieszanki. Czy Jjako mieszanki traktowad pé;zczegolne
odmiany ro$liny t3cznie z trawa, czy tez przyja¢ rozne kombinacje odmian
tacznie z trawa. Dotychczas, w praktyce najczesciej okresla sie mieszanki
pierwszym z wyZej podanych sposobdw. Okazuje sie, 2e biorgc jako obiekty
rézne kombinacje odmian i trady mozna dokonaé¢ estymacji efektéw tych
odmian z mniejsz3a wariancja. )

Dowolne kombinacje odmian i trawy moga okresla¢ mieszanki (obiekty w
uktadzie blokéw kompletnych). W niniejszej pracy proponuje sie taki wybér
sktadu mieszanek, ktéry =zapewnia estymacje efektéw odmian 2z minimalng
wariancj3. Nalezy tu jednak zaznaczyé, Ze taka estymacja nie jest mozliwa
dla kazdej liczby v odmian.

Rozwazmy zatem tworzenie mieszanek oparte na macierzy X okreslonej
w (4.1). Macierz ta ma (b#l) wierszy i (v+1) kolumn, a jej elementami s3
zera i jedynki. Pierwsz3g kolumne tej macierzy identyfikuje sie z trawg, a
pozostale kolumny z odmianami. Wiersze tej macierzy odpowiadaja obiektom w
uktadzie blokéw kompletnych. Wszystkie elementy pierwszej kolumny s3 réwne
Jjednog$ci. Oznacza to, Ze w skiad kazdej mieszanki wchodzi trawa. Oprécz
trawy, kazda mieszanka =zawiera okreslone odmiany, ktére wybieramy w
nastepujgcy sposoéb: Jezeli element i-tego wiersza (i=1,...,b+1l) macierzy X
i kolumny odpowiadajjcej j-tej odmianie (j=1,...,v) jest réwny 1, to w
sktad i-tej mieszanki (obiektu) wchodzi j-ta odmiana; 0 na tej pozycji
wskazuje, Ze odpowiednia odmiana nie jest zawarta w i-tej mieszance
(obiekcie). Zgodnie z metod3a definiowania skiadu mieszanek w qparciu o
macierz X okreslong w (4.1) w sktad np. pierwszej mieszanki wchodzi
trawa i wszystkie odmiany. y

W przypadku, gdy liczba poréwnywanych odmian v = 4t+3, to
doswiadczenie zalozZone w ukladzie blokgw kompletnych z 4(t+1) mieszankami
(obiektami) okreslonymi za pomoc3 macierzy X, ktérg opisano w (4.1)
pozwala na optymaln3g estymacje efektéw tych odmian.

ZauwazZmy, Ze w analogiczny sposéb mozna definiowad¢ obiekty w ukladzie
blokéw kompletnych za pomoca macierzy X, ktora okreslono w (4.8). W tym
przypadku w sklad pierwszego obiektu wchodzi tylko trawa. -Jezeli
v = 4t-1, to doswiadczenie o blokach kompletnych z 4t obiektami prowadzi

do estymacji efektéw odmian z minimalng wariancja.
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